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RESUMO

Neste projeto de iniciagdo cientifica, desenvolvemos um estudo da
eletrodinamica no formalismo relativistico e das propriedades termodinamicas de
um gas de fétons no contexto da teoria de campos com foco, em especial, na
descricdo da radiacdo do corpo negro. Esta abordagem reune alguns
fundamentos do eletromagnetismo, distribuigbes estatisticas e dados
observacionais da temperatura da radiagao césmica de fundo.
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Study of Electrodynamics and of properties of Black-Body Radiation

ABSTRACT

In this scientific initiation project, we developed a study of the
electrodynamics in relativistic formalism and of thermodynamics properties of a
photon gas in the context of a field theory with a focus, in particular, on the
description of a blackbody radiation. This approach combines some properties of
electromagnetism, statistical distributions and observational data on the
temperature of cosmic microwave background (CMB).

Keywords: Lagrangian Formalism; Relativistic Electrodynamics;
Thermodynamics of a Photon Gas.



INTRODUGCAO

O eletromagnetismo € um ramo da fisica que estuda os conceitos e as
relagbes entre eletricidade e magnetismo, que vem sendo “alvo de atencéao” a
datar do periodo grego, por volta do ano 460 a.C, com descobertas de variados
fenbmenos fisicos. Desde o estudo do atomo por Demdcrito até os
conhecimentos sabidos do eletromagnetismo; a comegar pela descoberta do
ambar (movendo pedagos de papiro) e magnetita (atraindo ferro) foi tido um
avancgo da ciéncia aliado a tecnologia com o passar dos tempos, sendo assim o
conhecimento acerca do tema proposto neste projeto de iniciagéo cientifica se
tornou cada vez mais intrinseco ao cotidiano e de acessivel compreensao e
estudo. O processo de entendimento das propriedades sobre o
eletromagnetismo atribuida a James C. Maxwell unifica a eletricidade e o
magnetismo em uma unica teoria conhecida como eletrodinédmica classica a qual
associa os fenbmenos 6ticos a um campo fisico, objeto principal desta teoria. As
chamadas “Equacdes de Maxwell” e a chamada “equagao de ondas”, as quais
interligam observacdes e formulas de Gauss, Ampere, Faraday, Einstein e o
préprio Maxwell, além das relagdes fundamentais entre outros estudiosos e leis,
tornando o tema indispensavel para a geragao de propagagéo de novas ideias e
saberes, bem como o entendimento de mundo e experiéncias. Logo no inicio do
século 20, Hendrik A. Lorentz associou a teoria eletrodinédmica classica e a teoria
da relatividade especial formulada por Albert Einstein em 1905 e desenvolveu
uma teoria eletromagnética relativistica. O papel principal de ultima teoria é o de
incluir cargas elétricas e magnéticas numa abordagem mais simétrica.

A Termodinamica é o estudo das propriedades macroscopicas de corpos
de muitas particulas. Consiste em relacionar essas propriedades macroscépicas
entre si e em especificar como as propriedades mudam quando as restricdes no
corpo mudam, por exemplo, quando o volume ou a temperatura forem alterados.
Por outro lado, o objetivo da mecanica estatistica € de derivar as propriedades
termodinamicas a partir de uma imagem microscépica. Algumas das relagdes
termodinamicas também podem ser derivadas da mecanica estatistica.
Particularmente, este projeto pretende capacitar o estudante a identificar alguns
parametros que aparecem na mecanica estatistica a partir da semelhanca entre
as relagbes mecanicas estatisticas e as relagdes termodindmicas (as equagdes

de estado e propriedades da radiagdo do copo negro).



Max Planck (1858-1947), em um artigo apresentado em 14 de dezembro
de 1900 (quase exatamente 121 anos atras), conjecturou uma resposta para um
problema, e essa conjectura marcou o inicio da mecanica quantica. O problema
era que o espectro observado da radiagao emitida por um "corpo negro" n&o
podia ser explicado em termos da teoria eletromagnética classica. Isto n&o
significava ser um problema menor: a teoria classica previa uma energia infinita
de radiagdo - uma discordancia tdo grosseira que era chamada de "catastrofe
ultravioleta". Um “corpo negro” (hoje em dia geralmente escrito como uma
palavra: “corpo negro”) é aquele que absorve toda radiacdo emitida sobre ele. E
muito bem aproximado por um aparato, a saber, um pequeno orificio na lateral
de uma caixa fechada, onde qualquer radiagao que entra no orificio oscila dentro
da caixa, com apenas uma chance muito pequena de ressurgir através de um
pequeno orificio. Além de absorver a radiagao, o pequeno orificio também emite
radiacao, com uma distribuicdo espectral de frequéncias que depende apenas
da temperatura das paredes da caixa. Ndo importa do que a caixa seja feita,
mesmo que essa radiagao seja gerada pelo movimento dos elétrons carregados
nas paredes da caixa. Este projeto pretende estudar as propriedades da radiagéo
do corpo negro pela abordagem da teoria de campos da eletrodinamica.
Primeiro, constréi-se a Lagrangiana da eletrodinamica para verificar as
propriedades fundamentais como as invariancias de Lorentz e de calibre e
derivar a equagao de movimento (em fungcédo dos potenciais escalar, @, e vetor,
A) e arelagao de disperséo associada. Entao, passar a trabalhar com elementos
que serdo aplicados a uma funcido de particdo capaz de fornecer todas as
equagdes de estado da termodindmica dando uma especial atengdo ao
comportamento da radiagado do corpo negro.

MATERIAIS E METODO/METODOLOGIA

Um dos métodos utilizados neste trabalho de iniciag&o cientifica foram a
observacado de formulas e busca pelo entendimento de cada constante ou
operador, pois estes sao conhecimentos prévios para que o entendimento
posterior, porém basico, das equacdes de Maxwell, tornem-se persistentes e
assimilativas, pois estas sdo aplicadas constantemente em termos rotacional e

divergente. Primeiramente, os operadores nabla (V) podem diferenciar



componentes e, como operadores, podem manipular formas matematicas. E

possivel multiplicar o operador nabla por um vetor, exemplo:

= = OE
V: E= 6&4__;,4_%

ox ady 0z
«E = (E,, E,, Ey).

Sabemos que “V . E “consiste em algo de valor para os ramos fisicos, pois
convergindo conhecimentos com algebra vetorial, uma operagdo de produto
escalar ocasiona em um valor numérico.

Relacionando o operador “V”, novamente a algebra vetorial, é sabido que

o produto entre dois vetores & também igual a um vetor, entéo:

X v Z
=y 2 ) 0 0 OE. 0Ey OE 0E, OE O0E
VXE=l= = — = =(_Z__y,_X__Z,_Y_ X)_
ox 0dy 0z oy 0z 0z ox ~ 0Ox aY
Ex Ey Eg

O “V x”, é chamado de rotacional. O gradiente, denominado por V (constante)

indica o sentido, a direcdo e 0 modulo do vetor, pois este € caracterizado, por:

= dp 0@ OJd¢
( )-

0z’ 98z ’ox
Temos como exemplo o interesse sobre o sentido de uma corrente passando por

um fio, podemos determinar este valor utilizando o nabla

Obs. E possivel substituir o nabla por derivadas parciais, quando possuimos um

determinado ponto referencial ou variavel especifica.

DESENVOLVIMENTO

1. Introducgéao a Relatividade Especial
Dois postulados se destacam na teoria da relatividade especial, sao eles:

e Postulado da relatividade: As leis da fisica permanecem inalteradas em
todos os referencias inerciais (velocidade constante).
e Postulado da constancia da velocidade da luz: A velocidade da luz

independe do movimento de sua fonte.



1.1 — Transformacgoes de Lorentz

Para a mecanica classica as transformacdes de Galileu sdo compativeis,
mas aplicada a relatividade especial as transformacdes de Galileu nao
conservam as leis da fisica, violando assim o primeiro postulado da relatividade
especial, assim foi-se necessario buscar uma nova transformagao que aplicada
a relatividade especial a mantivesse invariante, a solugdo encontrada foi a
transformacgao de Lorentz desenvolvida a seguir.

Vamos considerar dois sistemas tridimensionais inerciais X e X’ no vacuo
que estdo em movimento retilineo relativo entre si de tal forma que X’ se move
com velocidade constante v ao longo do eixo x do sistema X. As coordenadas
espaciais e temporal medidas nos dois sistemas sdote ((x,y,z),et' e (x',y’,2'),
respectivamente. No tempo t =t' = 0 a origem 0 e 0’ e 0 eixo x e x' dos dois
sistemas inerciais coincidem e apds um tempo t eles tém uma localizacao
relativa referida como standard configuration.

Vamos apresentar duas quantidades:
_v (1.1.1)
ﬁ B C

1
V= T/— 1.1.2
i (1.1.2)
onde v = |v|. Como mostrado por Einstein, os dois postulados da relatividade
especial requerem que as coordenadas espaciais e temporais medidas por um

observador em x e x', respectivamente, sdo conectadas pela seguinte

transformacao:
ct' =y(ct — xp) (1.1.3a)
x'=y(x —vt) (1.1.3b)
y' =y (1.1.3¢c)
z'=z (1.1.3d)

Fazendo a diferenga entre o quadrado de (1.1.3a) e o quadrado de (1.1.3b),

encontramos:



"2 _x'? = y2(c2t? — 2xcPt + x2P% — x2 + 2xvt — v2t?)

1 2 2
Y (1.1.4)

c

c’t

= c?t? — x2

Das equagdes (1.1.3) podemos ver que as coordenadas y e z n&o sao afetadas
pelo movimento de translagdo do sistema inercial x' ao longo do eixo x do
sistema x. Partindo deste ponto, n6s podemos generalizar o resultado da

equagao (1.1.4) para:

22— x2 —y? — 72 =22 — 'ty 2 (1.1.5)

O que quer dizer que se uma onda de luz é emitida em na origem coincidente O
e 0' notempo t =t' = 0 ela chega ao observador em (x,y,z) no tempo t em x
e para o observador em (x’,y’,z") ela chega no tempo t' em x' de tal forma que
ambos o0s observadores concluirdo que a velocidade da luz no vacuo é c.
Consequentemente, a velocidade da luz em x e x' € a mesma. Uma
transformacao de coordenada linear que tem essa propriedade € chamada de

Transformacgao de Lorentz

t' = y(t—lx)

c2
x' = y(x —ut)
y' =y
z'=2z
1 u
Comy— ﬁeﬁ— ;

1.2 — Formalismo no Espacgo-Tempo
1.2.1. Coordenadas e Métrica

Agora na relatividade especial existe a necessidade de tratar as trés
dimensdes e o tempo numa mesma ordem, assim sao definidas as coordenadas

covariantes e contravariantes:

x, = (ict,x,y,z) = (X0, %1, X2, X3) (1.2.1.1)



xt = (=ict,x,y,z) = (=x° x%,x%,x3). (1.2.1.2)

E o elemento de linha ds € dado por
ds? = dx? + dy? + dz* — c?dt?
= —(dx)? + (dx1)? + (dx?)? + (dx3)?
= Ny dxVdx# (2.2.1.3)
Que define a métrica n,,,, que usamos para transformar coordenadas covariantes

em contravariantes,

xt = g x,,. (1.2.1.4)
Assim:
-1 0 0 O
Nuw = 8 (1) 2 8 (1.2.1.5)
0 0 0 1

Que também podemos escrever como

lseu=v=0
v = —lseu=v=i=j=123 (1.2.1.6)
Oseu v

O que nos da uma quantidade interessante de propriedades: a primeira € que
esse tensor tem um trago Tr(g,,) = —2 enquanto no R*, como em qualquer
espaco vetorial com norma definida, o trago € igual a dimensionalidade do
espaco. Em segundo lugar, descobrimos, apos uma algebra ftrivial, que as
seguintes relagdes entre as formas contravariante, covariante e mista do tensor

métrico se mantém:

Juv = Gou (1.2.1.7a)
9"’ = Gy (1.2.1.7b)
Gokg** = gy = 6, (1.2.1.7¢)
9% Gru = 95, = 6 (1.2.1.7d)

E também usamos o delta §,; dado por:

lseu=v
5 =t :{0 oy (1.2.1.6)

Utilizando as coordenadas covariantes as transformacdes de Lorentz se tornam.



xo = y(xo — ifxq)
x; = y(x; +ifx,)

Xy = Xy
X3 = X3
Em que
ﬁ:§< . (1.2.1.7)
1
. o1 (1.2.1.8)
J1- B2
Ou
/ 0" v U, v
X=X = Apxt (1.2.1.9)
E,
y —By 0 0
A= By v 000 (1.2.1.10)
0 0 1 0
0 0 0 1

1.2.2- Escalares, quadri-vetores e tensores

e Um escalar tem a propriedade de ser invariante sob as transformagdes

de Lorentz

S =S.

(1.2.2.1)

e Um quadri-vetor tem a propriedade de se transformar da mesma forma

que as coordenadas e, diante das transformacdes de Lorentz, ele se

transforma da seguinte forma:

v!iz A‘,i v,
Xg Yy —iBy 0 0
xx|\_[iBy vy 00
x5 0 0 1 0
x4 0 0 0 1

(1.2.2.2)
Xo
X1
X, (1.2.2.3)
X3

Note que a matriz A, é a matriz da transformacéo de Lorentz.

e Algumas grandezas também s&o, notavelmente, escalares como a

velocidade da luz ¢ e a carga q de particulas.



Outro exemplo € o tempo proéprio T que € definido em um referencial K’
no qual dt' = dt e dx' = 0. No referencial K, temos que dx = vdt e, pela
invariancia do elemento de linha:

ds? = —c?dt? + dx?
= —c2dt?(1 — B2) (1.2.2.4)
= —c2?dt? = ds'?

~ at . . . , .
Entédo dtr = " € um invariante de Lorentz. E como dx* é um quadri-vetor

e dt € um escalar, a quadri-velocidade U* definida como

Ui = dx* (dx0 dx) B (cdt dx

== () = (5o ) = e =vew)  (1225)

Também €& um quadri-vetor, assim como o quadri-momento P* = mU* =

(?F) e a quadri-forga : F¥ = ddﬂ

T

O quadrado do modulo, v,v*, nem sempre € positivo pelo fato que:

1%

V= x? +y? 422 —c*t? = s? (1.2.2.6)

Se vy, v* > 0 sua parte espacial prevalece e assim & denominado quadri-vetor

tipo-espaco, se v, v* < 0 sua parte temporal prevalece e assim € denominado

quadri-vetor tipo-tempo e se v,v* =0 o espago e o tempo se equilibram

perfeitamente e assim € denominado quadri-vetor tipo-luz.

Tensores foram criados pela necessidade de expressar grandezas fisicas
complexas que nao podem ser representadas por escalares e nem quadri-
vetores. Tensores de rank 2 s&o constituidos por 2 quadri-vetores e,
assim, analogamente para tensores de maiores ranks. Os tensores tém a
propriedade de se transformar diante das transformacdes de Lorentz da

seguinte forma:

T, = A% AS Typ. (1.2.2.7)

Propriedades gerais:

O produto de dois quadri-vetores é um tensor de rank 2

A contragéo de um tensor de rank 3, T},, € um quadri-vetor v,



e A derivada em relagdo a uma coordenada contravariante € um quadri-

vetor covariante:

B
0 _ 9  ox" (1.2.2.8)
ox'@a  0xF ox'®
e O D’Alambertiano € um escalar:
1 02
0= 9,0*= V2 ~ 23 (1.2.2.9)
e Qualquer tensor pode ser decomposto na seguinte forma:
Tow = 5 (Taw + Ty) +5 (T — To)- (1.2.2.10)

Propriedades da derivada parcial:
1.2.3 — Espago de Minkowiski
Especificando um ponto X° = ix° = ict no espago-tempo 4D é uma
maneira de dizer que algo acontece em determinado momento t = % e em um

determinado lugar (x,y,z) = (x1,x2%,x3)". Esse ponto é, portanto, chamado de
evento. A trajetéria de um evento como uma fungédo do tempo e do espaco é
chamada de World Line. Por exemplo, a Word Line de um raio de luz que se

propaga no vacuo é a trajetéria x° = x.

Apresentando:
x% =ix% =ict (1.2.3.1a)
xl =xt (1.2.3.1b)
x? = x? (1.2.3.1c)
x3 = x3 (1.2.3.1d)
dS = ids (1.2.3.1e)

Onde i = v—1. Sabemos que a equagdo ds® = g,,dx"dc* se transforma em
dx,dx* = (dx°)? — (dx")* — (dx*)? — (dx*)*. Como antes, basta considerar o
caso mais simples onde o movimente relativo entre X e X’ ocorre sobre o eixo x.

Entao:

ds? = (dx°)? + (dx1)? = (dx°)? — (dx1)?. (1.2.3.2)



E consideramos x° e x! como eixos ortogonais em um espagco euclidiano.
Como em todos os espacos euclidianos, cada intervalo € invariante sob uma

rotagdo do plano x°x! através de um angulo 6 em x'%x'?

x'°=—x"sinf + x°cos @ (1.2.3.3a)
x't' = x'cosO + x'°sin 6. (1.2.3.3b)

Se introduzirmos o a&ngulo ¢ = —if e transformarmos de voltas as variaveis

originais de espaco e de tempo usando a equacéo (1.2.3.1), vamos obter:

ct = —xsinh @ + ctcosh ¢ (1.2.3.4a)
x" = xcosh ¢ — ctsinh . (1.2.3.4b)

Que séo idénticas as equagdes de transformagao (1.1.3) se nos a deixarmos

assim:
sinhgp =yp (1.2.3.5a)
coshp =y (1.2.3.5b)
tanh @ = f3. (1.2.3.5¢)

Portanto, € possivel imaginar a transformagdo de Lorentz como uma “ordinaria”
rotagdo no espaco euclidiano 4D M*. Essa rotagdo em M* corresponde a uma

mudanca de coordenada em L*.

RESULTADOS E DISCUSSOES
2. Eletrodinamica na Forma Covariante
2.1 — Teorema de Gauss

O teorema de Gauss diz que a integral tripla do divergente do campo
elétrico E em um determinado volume V definido por uma superficie S é a integral
de superficie de Ena superficie S da seguinte forma:

f\?-Edvz}ﬂE-ds* (2.1)
v

S



Imaginando um volume arbitrario subdividido em cubo
infinitesimais, como mostrado na Fig. 3.1, e somando as
contribuicdes do fluxo que passa pelos varios cubos, ficamos
apenas com a contribuicdo do fluxo que passa pelas faces externas

uma vez que as contribui¢cdes internas se cancelam.

fﬁ-EdV:qug“b"s=Zf§-d5=§£ﬁ-d§ 22)
74 S

2.2 — Teorema de Stokes

O teorema de Stokes diz que a integral dupla do rotacional de um campo
elétrico E em uma superficie aberta S definida por uma curva fechada C é a
integral de linha de E na curva C da seguinte forma:

f§-§d§:§£ﬁ-d7 (2.3)
S

Cc
Imaginando uma superficie arbitraria subdividida em
circuitos infinitesimais, como mostrado na Fig. 2, e somando as
contribuicdes dos varios circuitos quadrados, ficamos apenas

com a contribuicdo da curva externa que delimita a superficie

pois as contribuicdes dos lados internos se cancelam.

Fig. 2 > - > = > = >
* foE-dS =) cgradreces =ZfE-dz = §£E-dl (2.4)
v Cc

3. Equacoes de Maxwell

Usando o teorema de Gauss e o teorema de Stokes, saimos das
Equacgdes de Maxwell na forma integral e chegamos na forma diferencial

V - E = p(Lei de Gauss), (3.1)



V - B =0 (Inexisténcia de Monopdlos Magnéticos), (3.2)
%4

xE = —Z—f (Lei de inducdo de Faraday), (3.3)
vxF=j+2% (Lei de Ampere). (3.4)

Em que p é a densidade de corrente elétrica e j é a densidade de corrente
elétrica.

Exemplo usando a lei de Gauss:

SECE-dqu—>fVV-EdV:prdV—>\7-E=p. (3.5)
Revisao tedrica das equagoes de Maxwell: ) /”
y Ty
A Lei de Gauss estabelece a relagao entre o fluxode st

um campo elétrico através de uma superficie fechada com a //,// /%/

4 (

carga que gera esse campo dentro do volume que é /
delimitado por essa superficie. Fig. 3

A Lei de Gauss para o magnetismo estabelece que o divergente de do

campo magnético € 0. Ela formaliza a inexisténcia de monopolos magnéticos.

A Lei de Indugao de Faraday mostra

como um fluxo magnético variavel pode induzir

um campo elétrico circulante e,

consequentemente, uma diferenca de potencial e uma corrente elétrica.

Fig. 4

Por fim, a Lei de Ampére permite calcular o campo B
magneético, provocado por uma corrente elétrica, a partir da

densidade de corrente elétrica ou da corrente elétrica
‘ |

Fig. 5



3.1 — Conservagao de Carga

A base da formulagéo covariante do eletromagnetismo s&o duas leis, a lei

da conservagéao e a lei da invariancia da carga. Comegaremos a investiga-la a
seqguir.

3.1- Quadri-vetor densidade de corrente

Tomando:

—

V-VXxB=0

V- (llo]_)+#o£oatﬁ) = uo[(V "D+ e 6t(V . E)]

=V-7+ d,p=0. (3.1.1)

Ou seja, a carga € conservativa e por ser um escalar a carga é invariante
independente do referencial adotado, assim podemos reescrever a equagao
acima como:
com j, sendo o quadri-vetor corrente definido por:
Ju= Go = icp,ji). (3.1.3)
3.2- Quadri-vetor potencial

Relembrando o calibre de Lorentz:

- do
- 0o — = . 3.2.1
V- A+ pes 3t 0 ( )

Transformando para formulagdo covariante temos:

- 1 - l
A A+§ic60<p=0 - V- A+an<p



i
= 0o E‘P + 0,4, + 0,4, +034; =0 - 9,4, =0 (3.2.2)

que é a forma covariante da transformacgao de Lorentz, onde A, € o quadri-vetor

potencial definido por:

4, = <é<p,A,). (3.2.3)

Na formulag&o covariante as equacdes (3.1.2) e (3.2.2) sdo dadas por:

DA, = —pefy - (3.2.4)

3.3- Tensor Campo Eletromagnético

Sabemos que um campo EeB possui 6 componentes, um tensor de rank
2 antissimétrico tem 6 componentes independentes e pelas relagdes com a
derivada primeira dos potenciais, definimos o tensor campo eletromagnético

como:
Fup = 0,4, — 8,4, (3.3.1)
E assim:
o g g lg
C 1 c 2 c 3
i > N R
_EEI 0 B3 _Bz
F,uv = i . B (3.3.2)
- EZ _B3 0 Bl

Neste formalismo, fica claro como os campos elétricos e magnéticos formam um

unico objeto, o campo eletromagnético.

3.4- Equagoes de Maxwell no formalismo covariante

Como as equagdes de Maxwell sé apresentam derivada primeira de E e
B fazemos:

avF;'w = av(ayAv - avAu) = auavAv - aEA” (3.4.1)

como d,A, = 0 e d;A, = OA, temos que:



0,F, = —DA, = o, . (3.4.2)
Demonstraremos agora a validade desta equacgéo, para u = 0:

0oFoo + 01Fo1 + 0,Fy; + 05Fp3 = o),

0 + 61 EEl + az EEZ + a3E3 = #oicp

Ly . p= it v-E=2 (3.4.3)
—_ . - ° - . e 4.
c c,uoeo‘u p &
E,parau=1,2¢3:
0oF10 + 0oF11 + 0oF12 + 0oF13 = pojy

I: - — -
—0o EE1 +0+0,B;3 — 03B, = pojy

(v x B)1 = Hojp t 26051 = Woji + = 0:E;

clc
(VX B), = pejy + po:0, Ey (3.4.4)
Analogamente para yu = 2 e 3 resultando em:
VX B = Wj, + ploeed,E (3.4.5)

Que sao respectivamente a lei de Gauss e a lei de Faraday. Listando as
equagdes de Maxwell podemos ver grandes semelhancgas entre elas e assim

para descrever as outras duas equacdes podemos fazer simples modificagdes.

v.F=P
go
- oE
VXB = pfoEo——

V-B=0
VxE o5
XE=——

ot

Representado por 0VF,, = 0




Podemos notar que em (1.1.4) e (1.1.6) ndo existe a influéncia de carga e
nem corrente e que substituindo B> E e E » —c2B em (1.1.2) e (1.1.8)
obteremos (1.1.4) e (1.1.6), assim, seguindo essas modificagbes criamos um

novo tensor F,:

0 _lC§1 _lC§2 _lC§3
. icB, 0 E —E
F,=|"2v % 3 2 (3.4.6)
iCBZ _E3 0 El
iC§3 EZ _El 0

onde avﬁw =0 representa (1.1.4) e (1.1.6), completando assim as quatro
equacodes de Maxwell.

3.5- Transformacgoes de Lorentz aplicada ao tensor eletromagnético

Como foi visto, um tensor de segunda ordem sofre as transformagdes de

Lorentz da seguinte forma:

Eh, = A% ASF.p

Como solugao obtemos:

51’ = E1
E; = )’(Ez - ﬁ0€3)
)’(E3 :ﬂCBz)
Ei = B;

S
I

B = v (B, +2E,)

Podemos reescrevemos de forma compacta como:

Ej= Ey; E. = y(E, +1ﬁ x B) (3.5.1)
§|'| = By; BL = y<§l_c_2ﬁ><§). (3.5.2)
Percebemos que as componentes paralelas a diregdo do movimento do

referencial adotado n&o se alteram e que as componentes perpendiculares a

diregdo do movimento sofrem um emaranhamento, ficando bem claro assim que



a medicdo dos campos elétricos e magnéticos sao conceitos relativos que
dependem do movimento do referencial adotado. Isto explica por que uma carga
em movimento para um observador no laboratério cria um campo magnético e
para um observador em movimento com a carga o campo magnetico é

inexistente.

3.6- Formulagao Lagrangeana do Eletromagnetismo

O Eletromagnetismo também admite uma formulagdo Lagrangeana
quadridimensional e é imprescindivel domina-la para estudos seguintes. Para
motivar a Lagrangeana dos campos eletromagnéticos é necessario que a agéo
S seja invariante de Lorentz. Assumindo que S seja um escalar, entdo a

densidade Lagrangeana também é, pois:

S = de‘*x. (3.6.1)

Assim, a densidade Lagrangeana eletromagnética sera constituida a partir
de escalares e para que seja invariante de Lorentz ela devera ser fungao de

FWE

", FWE,, e F®E,, onde o primeiro e terceiro termos se diferenciam apenas

por uma constante. Desenvolvendo F*’F* temos:
- 1
FWE,, = EF’“’G#V“BF“B = F"e€,qp0%AF = 2€,y4p
= 2€,ap |0 (47(994F)) — A7 (9#0%4P)]
= 2605 |0" (4¥(094))|

onde €,,,; € uma generalizagao do tensor de Levi-Civita:

(0#AY)(9%AF)

(3.6.2)

1 se uvaf é uma permutacgao par de 0,1,2,3
€wap = y—1 se pvaf é uma permutagio impar de 0,1,2,3 (3.6.3)
0 para os demais casos
Como as variagdes do campo nas bordas sao nulas esse termo nao
afetara as equacdes de Euler-Lagrange e pode ser desprezado, assim o termo
correto a ser considerado € dado por:



L= —FME,, (3.6.4)

onde o termo —i foi inserido para garantir que as equacgdes de Euler-Lagrange

se reduzam as equagdes de Maxwell. Iremos agora fazer o acoplamento de
fontes externas, ndo sendo possivel formar um escalar com j* e F*¥ podemos
formar o escalar j#A,. No sistema natural de unidades:

¢ = h =1, podemos escrever a densidade de Lagrangeana na seguinte

forma:

(3.6.5)

1
L= =7 F"E, — j*4,.

Observando que £ é fungédo de A* podemos agora proceder as derivagdes

da equacgao de Euler-Lagrange e obter todos seus termos. Primeiramente:

oL ]
T —Ju - (3.6.6)
E, em seguida como:
F¥Fyy = NaupyFPFP = n4,mp, (04 AY — 0VA*)(0%AP — 0P A%) (3.6.7)

Podemos diferenciar em relagcéo a d” A° e obter:

(FYEy) = Naunpu{6y 65 (0% AF — 0P A%) — 8564 (0% AF — 0P A%)

drPA°
+526E (arAY — 9V A — 6P 52 (amAY — 8V AM))
= Tlaw/;v{(555}’ - 5Z5£)F“ﬁ + (5g5f - 5553‘)]7”1’}
= (napnﬁd - naonﬁp)Faﬁ + (npunav - naunpv)F”v
= Fyy —Fyp + Eyy — Fy,
(3.6.8)
= 4F,,
Assim:
0L
3(0PA%) ~ —Fyo - (3.6.9)

Finalmente obtido todos os termos, podemos escrever:



oL a oL B L 8%E =0
Yy [G(G“A“)] = THIut O e =

0o F*H = j+ (3.6.10)
as quais sao as equagdes de Maxwell com fontes e analogamente, as equagdes
de Maxwell sem fontes serdo dadas por:

d,F* = 0. (3.6.11)

3.7- Propagacao da onda eletromagnética

Note que a propagacdo das ondas eletromagnéticas pode ser estudada
via a relacado de dispersdo da onda. Assim, consideramos as equacdes de
Maxwell dadas por (3.4.2) na auséncia de fontes externas:

9,F"" =0 (3.7.1)
temos,
(@2 pF — 3Y9M)A, (x) = 0. (3.7.2)

Usando agora a seguinte solugao de onda plana em conjunto com o calibre de
Lorentz:

A, (x) = u, Exp~teux” (3.7.3)
onde k, = (ko = w,k;) € o quadri-momento do sistema. Entdo, substituimos a

Eq. (3.7.3) na Eq. (3.7.2) e obtemos a seguinte relacao de disperséo:

ket = w? = B =0 2= +[k|. (3.7.4)
As velocidades de grupo e de fase se equivalem ao seguinte:

_ 0w _w
vy = _vf_ﬁl

7] =+1. (3.7.5)

Caracterizando sistemas isotropicos um cone de luz que garante que a causa e

efeito sejam mantidas para sistemas isotropicos.

4. Termodinamica de um Gas de Fotons



Faremos agora uma breve descricdo do gas de fétons tomando como
base o resultado da relagc&o de dispersao, Eq. (3.7.4), obtida na seg¢ao anterior.
4.1 — Densidade de Modos de Propagagao

Note que é possivel determinar quantos modos de propagacéo existem
em cada frequéncia da onda, caso seja conhecido quantos modos existem para

cada numero de onda k (ou vetor de onda). Quando as condi¢gbes de contorno

periddica sao aplicadas a um cubo de comprimento L, um numero inteiro de
. . . . L . ”

comprimento de onda podera ser inserido neste cubo 1 = -~ onde n é um numero

21n

inteiro. Isso restringe os vetores de ondas permitidos a k,, k,, k, = - Esses

valores permitidos de k formam uma rede cubica no espago dos momentos. O

volume dos espacos dos momentos, k, associados com cada ponto € dado por
(2nn/L)3. Essa ideia pode ser melhor descrita através da figura abaixo [5, 6, 7]:

4 kz 3

/ »-)” \"

@ volume =‘» _T |

Onde,

Observe que existem duas vezes modos normais independentes do que

pontos no espago k pois o campo elétrico tem duas componentes que sao
perpendiculares a dire¢do de propagacgao. Entdo, o numero de ponto permitidos

com valores de k entre k e k + dk é dado por [...]:

D(k)dk__24nk2dk__ KR
= QQB_ 77 (4.1.1)

L

Em nossa notagdo, adotamos k = |E| Saindo do sistema natural de
unidades, a nossa relagao de disperséao, Eq. (3.7.4), é agora reescrita como:

w=ck (4.1.2)

A densidade de modos de propagagao por unidade de volume €&, em
termos da frequéncia, dessa forma:



2

D(w)dw = —— dw (4.1.3)

c3m?

4.2 — A Lei da Radiagao de Planck

Diferente do elétron ou préton que possuem spin -2 ou +%2 que sao
classificados como férmions e, neste caso, apresentam uma certa identificacao,
o féton que possui spin 1 pertence a uma classe de particulas chamada de
bosons que, através de uma visdo mecanica estatistica, sdo indistinguiveis.
Entdo, para fazermos um estudo termal do foton, iremos considerar a
termodinamica de bdsons n&o-integrantes. Neste caso, o potencial quimico para
um gas de fotons é zero e a energia livre de Helmholtz [6, 7] é dada por:

F=kyT f_:oD(E) ln<1— e_(%)T)dE (4.2.1)

=k T [*°D(w)In (1 - e'(E)T) dw

Onde kp =1,38064852%x 10" m?kgs 2 K~1, é a constante de
Boltzmann e T € a temperatura. Para construir a Eq. (4.2.1), usamos a descri¢ao
estatistica de Bose-Einstein para um gas nao-integrante. Aplicando na Eq.
(4.2.1), a seguinte mudanca de variavel:

(h/2m)w
X = RBT' (422)
Obtemos:
kg T)* (+®
F= %f x?In(1 — e ¥)dx

(ko T Tx _ (4.2.3)

—§o OOX3 1
— R _ —X — J—
= 333 l3 In(1— e™¥)dx {O fo 3 or — 1 dxl

Note que o primeiro termo desaparece, resultando na seguinte energia livre:

e w3n4l x?

_ 424
3hA3c3m? [In(1 — e~¥) dx l ( )
Esta equacao corresponde a uma forma da formula de Planck para a densidade
de energia da radiacdo de corpo negro. O comportamento desta equacgéo é
descrito pelo seguinte grafico.



1
10

w
N
O
]

-02
0.4 pfo:(x3'1n(1 - exp(—x)),x=04.10);

-06 4

-10+

Fig. 7

Este grafico mostra o comportamento da densidade de energia em fungao
da variavel x. Note que através da Eq. (4.2.4) podemos derivar as demais
equagdes de estado termodindmicas taus como a entropia (S), a energia interna
(U) (através desta quantidade, é possivel verificar o comportamento desta
funcdo em termos do comprimento de onda e da temperatura da radiagao
césmica de fundo), etc. contudo esse estudo ficara como uma perspectiva de
trabalho [7].

CONCLUSAO

Neste trabalho, realiza uma ampla descri¢ao das propriedades basicas da
eletrodindamica classica. Primeiramente, descrevemos as propriedades
associadas as equacdes de Maxwell. Depois revisamos a estrutura basica da
relatividade especial, dando énfase a estrutura matematica desta teoria. Apds o
dominio desta ferramenta, focamos na descricdo covariante da eletrodin6amica
via o formalismo Lagrangeano. O ponto central foi o de obter a relagdo de
dispersédo dos fétons e usa-la como suporte para descri¢do termal de um ga de
fétons. Neste primeiro momento, fizemos um estudo da densidade de energia
via analise grafica. Contudo, esse estudo deve ser naturalmente estendido para
descricdo das demais quantidades termodinémicas: entropia, pressao, calor
especifico, etc.
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